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АСИМПТОТИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ НЕПЕРЕРВНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ ЛІНІЙНИХ                       
ФУНКЦІОНАЛЬНО-РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ 
The paper studies asymptotic properties of continuous solutions of linear functional difference equations of 
=1
( 1) ( ) ( )j j
j
x t ax t b x q t
∞
+ = + ∑  type depending on assumptions concerning real constants a  and , 1,jq j n= . Using 
the methods of the theory of differential and difference equations, new conditions for existence of continuous               
solutions of linear functional difference equations are established, we propose the method of constructing these             
solutions, study structure and behaviour of their set with t → +∞  and investigate their properties depending on            












Δ = <− , we prove the existence of the family of continuous narrow solutions at 0t ≥  in the therem 1           
depending on any continuous 1-periodic function. Its solutions are represented as series (2), where ( )ix t , =1,2,...i , 
— some continuous functions, which are solutions of sequence equations (4 )i , 0,1,2,...i =  and satisfy the mark (5). 
Moreover, under the same conditions regarding real constants a  and , = 1,jq j n , we prove the theorem 2 for a 
nonlinear equation and the theorem 3 in case when , 1,jb j k=  are functions of a real variable t . 
Вступ 
У роботі розглядається лінійне функціо-
нально-різницеве рівняння вигляду  
 
=1
( 1) = ( ) ( )j j
j
x t ax t b x q t
∞
+ + ∑ ,  (1) 
де [0, )t R +∈ = +∞ , , , , 1,2,...,j ja b q j =  — дійсні 
сталі. Окремі класи таких рівнянь вивчалися 
багатьма математиками (див. праці [1—3] і 
цитовану в них літературу) і на сьогодні низка 
питань їх теорії досить детально вивчена. 
Особливо це стосується питань існування 
неперервних розв’язків, вивчення структури їх 
множини, поведінки при t → +∞  (див. [4—7]). 
На продовження цих досліджень у роботі ви-
вчаються аналогічні питання для рівняння (1) 
за певних припущень відносно a  та , 1,jq j n= .  
Постановка задачі 
Метою роботи є дослідження структури 
множини неперервних розв’язків лінійних 
функціонально-різницевих рівнянь вигляду (1) 
та вивчення їх асимптотичних властивостей. 
Основні результати 
Дослідимо рівняння (1) при 0t ≥  у випад-
ку, коли виконуються такі умови:  
1) 0 1,a< <  1jq q≥ > , 1,2,...j = ; 
2) 
1






= < ∞ Δ = <−∑  
Має місце така лема. 
Лема 1. Якщо виконуються умови 1, 2, то 
рівняння (1) має сім’ю неперервних обмежених 
при 0t ≥  розв’язків ( ) = ( , ( ))x t x t tω , що зале-
жить від довільної неперервної 1-періодичної 
функції ( )tω . 
До ве д ення. Покажемо, що рівняння (1) 
має неперервні розв’язки у вигляді ряду  
 
0
( ) ( )i
i
x t x t
∞
=
= ∑ ,  (2) 
де ( ), 0,1...,ix t i =  — деякі неперервні функції. 
Дійсно, підставляючи (2) в (1), одержуємо  
=0 =0 =1 =0
( 1) = ( ) ( ).i i j i j
i i j i
x t a x t b x q t
∞ ∞ ∞ ∞
+ +∑ ∑ ∑ ∑  
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Звідси безпосередньо випливає, що якщо функ-
ції ( ), 0,1,...,ix t i =  задовольняють послідовність 
рівнянь  
 0 0( 1) ( ),x t ax t+ =   (30) 
 1
1
( 1) ( ) ( ), 1,2,...,i i j i j
j




+ = + =∑   (3i ) 
то ряд (2) буде формальним розв’язком рівнян-
ня (1). 
Рівняння (30) має сім’ю неперервних роз-
в’язків вигляду  
 0( ) ( ),
tx t a t= ω  (40) 
де ( )tω  — довільна неперервна 1-періодична 
функція. Розглядаючи послідовно рівняння (3 ),i  
1,2,...i = , можна переконатися, що вони мають 
формальні розв’язки у вигляді рядів  
( )ix t =  
 ( 1) 1
0 1
( ( )) , 1,2,...p j i j
p j
a b x q t p i
∞ ∞− + −
= =
⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑  (4i ) 
Покажемо, що ряди (4i ), 1,2,...i = , рівно-
мірно збігаються до деяких неперервних функ-
цій ( ),ix t  1,2,...i = , для яких виконуються 
оцінки  
  | ( ) | , 1,2,...i qtix t M a i≤ Δ =   (5) 
Дійсно, оскільки 0| ( ) | tx t Ma≤ , де M =  
max | ( )|,
t











q t pp j
j
p j
x t a b x q t p
a b M a
∞ ∞− +
= =
∞ ∞ +− +
= =














Ma b a M a M a
a a
∞
∞ ∞ =− −
= =
≤ ≤ = Δ−
∑
∑ ∑  
тобто оцінка (5) має місце при 1i = . Розмірко-
вуючи за індукцією, припустимо, що оцінка (5) 
доведена уже для деякого 1i ≥ , і покажемо, що 
вона не зміниться при переході від i  до 1i + . 




| ( ) | | | | ( ( )) |pi j i j
p j
x t a b x q t p
∞ ∞− ++
⎛ ⎞≤ + ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑  
( ( ))( 1)
=0 =1
| |
q q t pp i j
j
p j
a b M a
∞ ∞ +− +≤ Δ ≤∑ ∑  






q ti q p
j
j p
i qt q p
j
j p
M a b a














ji qt i q t
q
b
M a M a
a a
∞
= +≤ Δ = Δ−
∑
 
Цим самим ми довели, що ряди (4 ),i  
1,2,...i = , рівномірно збігаються при всіх 0t ≥  до 
деяких неперервних функцій ( )ix t , 1,2,...i = , 
для яких виконуються оцінки (5). Звідси безпо-
середньо випливає, що ряд (2) рівномірно збі-
гається при всіх 0t ≥  до деякої неперервної 
функції ( )x t , яка є розв’язком рівняння (1) і 
задовольняє умову | ( ) | .
1
Mx t ≤ − Δ  
Лему 1 доведено. 
Лема 2. Якщо ( )tγ довільний неперервний 
обмежений при 0t ≥  розв’язок рівняння (1) і 
виконуються умови 1, 2 леми 1, то при всіх 
0t ≥  виконується оцінка  
 | ( ) | ,tt Maγ ≤ %   (6) 
де M%  — деяка додатна стала. 
Дов е д ення. Дійсно, оскільки  
 
1
( 1) ( ) ( ),j j
j
t a t b q t
∞
=
γ + = γ + γ∑   (7) 
то, виконуючи в (7) взаємно-однозначну замі-
ну змінних  




( 1) ( ) ( ).jq tj j
j
v t v t a b a v q t
∞ −−
=
+ = + ∑   (8) 
Оскільки довільний неперервний обмеже-
ний при 0t ≥  розв’язок рівняння (8) задоволь-








v t t a b a v q t p
∞ ∞ − +−
= =
= ω − +∑ ∑%  (9) 
де ( )tω%  — деяка неперервна 1-періодична функ-
ція, то для доведення леми достатньо довести, 
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що рівняння (9) має єдиний неперервний об-
межений при 0t ≥  розв’язок ( )v t . Для цього 
використаємо метод послідовних наближень, 
які побудуємо за допомогою співвідношень  












t a b a v q t p
m
∞ ∞ − +− −
= =
=
= ω − +
=
∑ ∑%  (10) 
Покажемо, що так визначені функції ( ),mv t  
0,1,...m = , є неперервними обмеженими при 
всіх 0t ≥ . Справді, 0| ( ) | | ( ) |v t t M ′≤ ω ≤ %% , де M ′%  — 
деяка додатна стала. Тоді в силу (10) і умов 
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a b a q t p
∞ ∞ − +−
= =
≤ ω +
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Розмірковуючи за індукцією, припустимо, 
що оцінка  
 | ( ) |mv t M≤ %%   (11) 
доведена уже для деякого 1m ≥ , і покажемо, 
що вона не зміниться при переході від m  до 







| ( ) | | ( ) |










a b a v q t p
M a b M a
+



























⎛ ⎞⎜ ⎟′⎜ ⎟≤ + = − Δ + Δ =⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑%% % %% % %
%%  
Отже, всі функції ( )mv t , 0,1,...,m =  є не-
перервними обмеженими при всіх 0t ≥ . 
Доведемо тепер, що послідовність функцій 
( )mv t , 0,1,...,m =  рівномірно збігається до            
деякої неперервної обмеженої при 0t ≥  функ-
ції ( )v t . Для цього, очевидно, достатньо пока-
зати, що при всіх 0t ≥  і 1m ≥  виконується 
оцінка  
 1| ( ) ( ) | .
m
m mv t v t M− ′− ≤ Δ%   (12) 








v t v t a b a q t p
∞ ∞ − +−
= =
− ≤ ω + ≤∑ ∑ %  






























тобто в цьому випадку оцінка (12) має місце. 
Припустимо, що вона доведена уже для 
деякого 1m ≥ , і покажемо її справедливість для 
1m + . Дійсно, беручи до уваги (10), (12) і 







| ( ) ( ) | | |




m j m j
p
v t v t a b









































Таким чином, оцінка (12) має місце при 
всіх 0t ≥ , 1m ≥ . 
Безпосередньо із (12) випливає, що по-
слідовність ( ),mv t  0,1,...m = , рівномірно збіга-
ється до деякої неперервної при 0t ≥  функції 
( ) = ( )lim m
m
v t v t
→+∞
, яка (в силу (11)) задовольняє 
умову  
| ( ) | .v t M≤ %%  
Переходячи в (10) до границі при 
m →+∞ , можна переконатися, що функція 
( ) = ( )lim m
m
v t v t
→+∞
 є розв’язком рівняння (9). 
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Припустимо тепер, що існує ще один 
неперервний обмежений при 0t ≥  розв’язок 
( )v t%  рівняння (9), такий, що ( ) ( )v t v t≠% . Тоді в 
силу співвідношень  
( 1)( )1
1 0




v t t a b a v q t p
∞ ∞ − +−
= =
= ω − +∑ ∑%  
( 1)( )1
1 0




v t t a b a v q t p
∞ ∞ − +−
= =
= ω − +∑ ∑% %%  





| ( ) ( ) | | |






v t v t a b














| | || ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||,q pj
j p
a b a v t v t v t v t
∞ ∞− −
= =
⎛ ⎞≤ − ≤ Δ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑ % %  
де || ( ) ( ) || | ( ) ( ) |sup
t
v t v t v t v t− = −% % . Звідси випливає 
співвідношення  
|| ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||,v t v t v t v t− ≤ Δ −% %  
яке може мати місце лише у випадку, коли 
( ) ( )v t v t≡ % . Отримане протиріччя завершує 
доведення леми 2. 
Теорема 1. Нехай виконуються умови 
1) 0 1,a< <  1;q >  
2) 
1






= < ∞ Δ = <−∑  
Тоді довільний неперервний обмежений 
при 0t ≥  розв’язок ( )tγ  рівняння (1) можна 
зобразити у вигляді ряду (2), в якому функції 
( ) = ( , ( ))i ix t x t tω , = 0,1,...,i  визначаються спів-
відношеннями (4 )i , = 0,1,...,i  а ( )tω  — деяка 
неперервна 1-періодична функція. 
Для доведення теореми достатньо, очевид-
но, показати, що для довільного неперервного 
обмеженого при всіх 0t ≥  розв’язку ( )tγ  рів-
няння (1) існує неперервна 1-періодична функ-
ція ( )tω , така, що виконується рівність  
=0
( ) = ( , ( )),i
i
t x t t
∞
γ ω∑  




( ) ( ) ( , ( )).t t i
i
t a t a x t t
∞− −
=
ω = γ − ω∑   (13) 
Розглядаючи (13) як рівняння відносно 
функції ( )tω , покажемо, що воно має непе-
рервний 1-періодичний розв’язок. Для цього 
застосуємо метод послідовних наближень, які 
визначимо за допомогою формул  
 0( ) ( ),
tt a t−ω = γ   (14) 
1
1
( ) ( ) ( , ( )), 1,2,...t tm i m
i
t a t a x t t m
∞− − −
=
ω = γ − ω =∑  (15) 
Покажемо, що таким чином побудовані 
функції ( ),m tω  0,1,...,m =  є обмеженими при 
всіх 0t ≥ . Справді, в силу леми 2 маємо  
0| ( ) | .t Mω ≤ %  














t a t a x t t





ω ≤ γ + ω ≤
Δ≤ + Δ ≤ + ≤− Δ − θ
∑




Δθ <− Δ  
За індукцією можна показати, що оцінка  
 | ( ) |
1m
Mtω ≤ − θ
%
  (16) 
має місце при всіх 1m ≥  і 0t ≥ . Справді, нехай 
(16) доведена уже для деякого 1m ≥ . Тоді в 









t i q t
i







ω ≤ γ + ω ≤





1 1 1 1
M M MM Δ≤ + ≤ − θ + θ =− θ − Δ − θ − θ
% % %%  
Отже, оцінка (16) має місце при всіх 0t ≥  
і 1m ≥ . 
Доведемо тепер, що послідовність функцій 
( ),m tω  0,1,...,m =  рівномірно збігається до 
деякої неперервної при 0t ≥  функції ( )tω . Для 
цього, очевидно, достатньо показати, що при 
всіх 1m ≥  і 0t ≥  виконується оцінка  
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 ( 1)1| ( ) ( ) |
m q t
m mt t M a
−−ω − ω ≤ θ% .  (17) 
Покажемо спочатку, що якщо ( )v t% , ( )v t  — 
неперервні обмежені при 0t ≥  функції, то при 
всіх 1i ≥ , 0t ≥  виконується оцінка  
 | ( , ( )) ( , ( )) | || ( ) ( ) ||i qti ix t v t x t v t a v t v t− ≤ Δ −% % ,  (18) 
де || ( ) ( ) || | ( ) ( ) |sup
t
v t v t v t v t− = −% % . Дійсно, вико-
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∞ − + +
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j
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−≤ − = Δ −−
∑
% %  
Припустимо, що оцінка (18) доведена уже для 
деякого i m= , і покажемо, що вона не змі-
ниться при перході від m  до 1.m +  Дійсно, в 
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( ( ))( 1)
1 0
| | || ( ) ( ) ||
q q t pp m j
j
j p
b a a v t v t
∞ ∞ +− +
= =
≤ Δ − ≤∑ ∑ %  
2 21 ( 1)
0
| |
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j
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∑
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Отже, оцінка (18) виконується при всіх 
1i ≥ , 0t ≥ . 
Покажемо тепер, що має місце оцінка (17). 
Дійсно, оскільки безпосередньо із (4 )i  випли-
ває, що при всіх 0t ≥  виконується співвідно-
шення  
( ,0) 0,ix t ≡  




( 1) ( 1)
1






t i qt q t q t
i
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ω − ω ≤ ω ≤
Δ≤ Δ ≤ ≤ θ− Δ
∑
∑ % % %
 
Розмірковуючи за індукцією, припустимо, що 
оцінка (17) доведена уже для деякого 1k ≥ ,              
і покажемо, що вона не зміниться при пере-
ході від k  до 1.k +  Враховуючи (15), (18) і 
1|| ||
k
k k M−ω − ω ≤ θ% , маємо  
1 1
1
| ( ) ( ) | | ( , ( )) ( , ( )) |tk k i k i k
i
t t a x t t x t t
∞−+ −
=
ω − ω ≤ ω − ω ≤∑  
1
=1
( 1) 1 ( 1)






q t k k q t
a a t t
a M M a
∞− −
− + −
≤ Δ ω − ω ≤




Цим самим ми довели, що оцінка (17) 
виконується при всіх 1m ≥ . Звідси безпосеред-
ньо випливає, що послідовність функцій ( ),m tω  
= 0,1,...,m  які визначаються формулами (14), 
(15), рівномірно збігається при 0t ≥  до деякої 




ω ω  Перехо-
дячи в (17) до границі при m → +∞ , можна 
переконатися, що функція ( )tω  є розв’язком 
рівняння (15). 
Доведемо тепер, що функція ( )tω  є 1-пе-
ріодичною. В силу (13) маємо  
( 1) ( 1)
1
( 1) ( 1) ( 1, ( 1)).t t i
i
t a t a x t t
∞− + − +
=
ω + = γ + − + ω +∑  
Оскільки 
1
( 1) ( ) ( )j j
j
t a t b q t
∞
=
γ + ≡ γ + γ∑ , то  
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= =
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Цим самим теорема 1 повністю доведена. 




( 1) ( ) ( ) ( )j j
j
y t ay t b y q t f t
∞
=
+ = + +∑ ,  (19) 
де сталі ,, , 1,j ja b q k=  і функція ( )f t  задоволь-
няють умови: 
1′) 0 1,a< <  1jq q≥ > , 1,j k= ; 
2′) %
1






= < ∞ = θ <−∑ ; 
3′) функція ( )f t  є неперервною обмеженою 
при всіх t R∈  і такою, що | ( ) |sup
t
f t M= < ∞ . 
Має місце така теорема. 
Теорема 2. Якщо виконуються умови 1′—3′, 
то рівняння (19) має неперервний обмежений 
при t R∈  розв’язок ( )y t  у вигляді ряду  
 
0
( ) ( ),i
i
y t y t
∞
=
=∑   (20) 
де ( )iy t , 0,1,...,i =  — деякі неперервні обме-
жені при t R∈  функції. 
До ве д ення. Підставляючи (20) в (19), 
отримуємо  
0 0 1 0
( 1) ( ) ( ) ( ).i i j i j
i i j i
y t a y t b y q t f t
∞ ∞ ∞ ∞
= = = =
+ = + +∑ ∑ ∑ ∑  
Звідси безпосередньо випливає, що якщо 
функції ( )iy t , 0,1,...,i =  є розв’язками послі-
довності рівнянь  
 0 0( 1) ( ) ( )y t ay t f t+ = + ,  (210) 
   1
1
( 1) ( ) ( ), 1,2,...,i i j i j
j




+ = + =∑   (21і)  
то ряд (20) є формальним розв’язком рів-                 
няння (19). 
Беручи до уваги умови теореми, можна 
переконатися, що ряд  
 10
1
( ) ( )j
j
y t a f t j
∞ −
=
= −∑   0(22 ) 
рівномірно збігається при всіх t R∈  і задоволь-
няє рівняння (210) та виконується оцінка  
 0| ( ) | =1
My t M
a
′≤ − .  (230) 
Беручи до уваги (220), (230), можна послі-




( ) ( ( )) , 1,2,...,pi j i j
p j
y t a b y q t p i
∞ ∞− −
= =
⎛ ⎞= − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠∑ ∑  (21і)  
рівномірно збігаються при всіх t R∈ , задоволь-
няють відповідні рівняння (21 )i , 1,2,...,i =  і 
виконуються співвідношення  
 %| ( ) | , 1,2,...iiy t M i′≤ θ = .  (23 )i  
Таким чином, оскільки функції ( )iy t , 
= 0,1,...i , що визначаються за допомогою 
співвідношень (22 )i , 0,1,...i = , задовольняють 
умови (23 )i , = 0,1,...i , то ряд (20) рівномірно 
збігається до деякої неперервної функції ( )y t , 
яка є розв’язком рівняння (19) і задовольняє 
при всіх t R∈  умову 
%| ( ) | .1
My t
′≤ − θ  
Теорему 2 доведено. 
Зауваження. Виконуючи в (19) заміну змін-
них  
( ) ( ) ( ),y t x t y t= +  
отримаємо рівняння (1) для функції ( )x t , для 
якого має місце теорема 1. 
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У зв’язку із доведеними вище теорема-         
ми 1, 2 природно виникає питання про опи-
сання структури множини неперервних розв’яз-
ків рівняння (19) у випадку, коли , 1,jb j k=                
є деякими дійсними функціями дійсної змін-
ної t . Розглянемо, наприклад, рівняння  
 %
1
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),j j
j
y t a y t b t y q t f t
∞
=
+ = + +∑ %  (24) 
де , , 1, 2, ...,ja q j =  — деякі сталі, % ( ), 1,jb t j =  
2,... : R R→ , ( ) :f t R R→ . 
Має місце така теорема. 
Теорема 3. Нехай виконуються умови 
1′′) 0 1,a< <  1, 1,2,...;jq q j≥ > =  
2′′) функції % ( ), 1,2,...jb t j = , ( )f t%  є непе-
рервними обмеженими при всіх t R∈  і такими, 
що % *| ( ) | , 1,2,...sup j j
t
b t b j= = , *| ( ) |sup
t










= = Δ <−
∑
%  
Тоді рівняння (24) має неперервний об-
межений при t R∈  розв’язок у вигляді ряду  
 
=0
( ) = ( ),i
i
y t y t
∞∑% %   (25) 
де ( )iy t% , 0,1,...,i =  — деякі неперервні обме-
жені при t R∈  функції. 
До в е д ення теореми проводиться за тією 
ж схемою, що і доведення теореми 2. 
Висновки 
У статті встановлено нові умови існування 
неперервних розв’язків лінійних функціональ-
но-різницевих рівнянь, запропоновано метод 
побудови таких розв’язків, вивчено структуру 
та поведінку їх множини при t → +∞ , дослід-
жено їх властивості залежно від умов, накла-
дених на a , , 1,jq j n= . Основним результатом 
є теорема 1, в якій доведено існування сім’ї 
неперервних обмежених при 0t ≥  розв’язків, 
що залежить від довільної неперервної 1-періо-
дичної функції ( )tω  при виконанні умов 
0 1,a< <  1q >  і 
1






= < ∞ Δ = <−∑  
розв’язки якої зображаються у вигляді ряду (2), 
де ( )ix t , 1,2,...i = , — деякі неперервні функції, 
які є розв’язками послідовності рівнянь (4 )i , 
0,1,2,...i = , та задовольняють оцінки (5). 
Отримані результати є продовженням уже 
існуючих, які стосуються вивчення питань іс-
нування та структури множини неперервних 
розв’язків. Вони сприятимуть подальшому ви-
вченню властивостей розв’язків лінійних функ-
ціонально-різницевих рівнянь для більш широ-
ких класів. До того ж цей матеріал у майбут-
ньому буде використано при дослідженні ліній-
них функціонально-різницевих рівнянь вказа-
ного вигляду, коли ( ), ( )a a t b b t= = . 
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